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Bilan du cours précédent

A l'issue du cours précédent, vous étes capables :

m de montrer qu'une application entre deux espaces vectoriels est linéaire ;

m de calculer la matrice associée a une application linéaire T': V' — W dans les bases
canoniques de V et W,

m d'exprimer I'application linéaire associée a une matrice;

m d'interpréter |'existence et |'unicité de solutions a un systéme linéaire Ax = b en termes
d'injectivité et de surjectivité de |'application linéaire x — Ax.
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A l'issue de ce cours, vous serez capables :
m d'effectuer des opérations sur des nombres complexes sous formes algébrique, polaire et
exponentielle ;
m de transformer un nombre complexe d'une de ces trois formes a une autre;

m de calculer le module et un argument d'un nombre complexe et de les interpréter
géométriquement ;

m de résoudre une équation polyndmiale de degré 2 dans C;
m de calculer les racines n®™* d'un nombre complexe;

m de manipuler des vecteurs et matrices a coefficients complexes.

2/38

L'ensemble C Module, arguments Formes polaire et exponentielle Equations Algeébre linéaire dans C
000000000 000000 000000 0000 000



Plan de cours

L'ensemble des nombres complexes

Représentation géométrique des nombres complexes, module et arguments
Formes polaire et exponentielle

Résolution d'équations dans C

Algébre linéaire dans C
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Plan de cours

L'ensemble des nombres complexes
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Qu'est-ce que I'algebre?
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Repousser les limites de I'imagination

Exemple (inspiré des notes de Jean-Philippe Preaux lisibles ici)

Résoudre I'équation
23 — 15z —4=0. (1)

Méthode de Cardan (1501-1576) : si #; et t; sont les deux racines de t2 — 4t + 125, alors
Yt + V/t; est une solution de (1).

A= —484

/\

.

FINE, I'LLDOTIT MYSELF\

FIG. : Rafael Bombelli (ca. 1572)

s
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https://www.i2m.univ-amu.fr/perso/jean-philippe.preaux/PDFbcpst/Chapitre_5_0_INTRO_Complexes.pdf

Repousser les limites de |'imagination

1

4y JIRE 442201
poo A voAsd A S 2 1S = (24 V)

2
4— /=484 4-22/-1
ty = 5 = 5 =2-11/-1=(2-V-1)>

Vi+ Vh=2+V-1+2-V-1=4.

... et 4 est bien une solution de (1).

Morale : on peut définir de nouveaux objets contre-intuitifs, du moment que les opérations
autorisées sur ces objets sont également bien définies.
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Unité imaginaire

On appelle unité imaginaire, et on note i, |'objet vérifiant

Il est incorrect d'écrire que
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L'ensemble C

On appelle ensemble des nombres complexes |'ensemble suivant :

C={z=a+1ib:a,beR}.

Si z € C, alors z = a + ib est appelé |la forme algébrique de z. Dans cette forme :
m o = Re(z) € R est appelé |a partie réelle de z.
m b =1Im(2) € R est appelé |a partie imaginaire de z.
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Opérations de base

m Egalité : deux nombres complexes sont égaux si et seulement si leurs parties réelles et
imaginaires coincident :

a1 + b1l = ag + bai <~ a1 = ag et by = by.

m Addition, soustraction, multiplication : se comportent comme dans R, en n'oubliant pas de
remplacer i? par —1.

m La division est parfois plus subtile...

Exemple (a connaitre!)

Mettre sous forme algébrique les nombres complexes suivants :

1 1—2i
21 = D2 = .
141 3+i
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Soit z = a + ib € C. On appelle conjugué de z le nombre complexe :
Z = a—ib.

— la méthode pour calculer % sous forme algébrique consiste donc a multiplier le numérateur
et le dénominateur par 2.

B2+t =21+netzyy—20=2 —2.

B 2125 =21 X Z2.

n
] =2z",VneN
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L'espace vectoriel C

Proposition

C est un espace vectoriel réel de dimension 2.

Démonstration. O

Proposition

R est un sous-espace vectoriel de C, de dimension 1.

Démonstration. O
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Plan de cours

Représentation géométrique des nombres complexes, module et arguments
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Le plan complexe

Proposition

L'application linéaire

T: C — R?
a+ib — (a,b)

est bijective.

Autrement dit, il existe une
correspondance parfaite entre C et
R? : on dit que ces deux ensembles

. ) R Re

sont isomorphes (ce terme n'est pas a

retenir.)

Cette similitude permet de représenter z= a+1b est appelé I'affixe du point M(z).

tout nombre complexe dans le plan.
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Introduction du module et de I'argument

Définition

Soit z = a+ ib € C. On appelle module
de z la quantité

|z| = Va2 + b2.

rein@|-----------------+

Si M (z) est le point d’affixe z, alors |z| est

!
|
|
|
N } la norme du vecteur OM(z).
! Définition
|

: Re Soient z = a +ib € C et M(z) le point
d'affixe z. On appelle argument de z une
mesure en radians de |'angle orienté entre

I'axe des abscisses et le vecteur OM(z).
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Calcul d'un argument

a=rcosf cosf =
<

b= rsinf sinf =

!
|

|

| Pour calculer un argument de

| z=a+1ib # 0, il faut calculer

! |z| = v a® + b? puis identifier un angle 6
!

!

|

Sl s)e

b=|z]sing |------------------

&

tel que

cosf = %
z
b

0 a=|z|cosf sinf =

varg(z)

Si a # 0, on peut en obtenir un par
0 = arctan(b/a).
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Module et argument | Exemple

Soit z =1 +i. Déterminer |z| ainsi qu'un argument de z en mesure principale (i.e.
arg(z) €] — m,w]).

17/38

L'ensemble C Module, arguments Formes polaire et exponentielle Equations Algébre linéaire dans C
000000000 [e]e]ele] Jo] 000000 0000 000



Module et argument | Propriétés

o =
m |2122] = |21 |2].
1] _ 1
2=
— 2
m 2z = |z|°.
[ ] |Zl + 22| < |Z1| + |z2| (inégalité triangulaire)

m arg(z120) = arg(z1) + arg(zs).
m Si 2z #0, arg (i—;) = arg(z) — arg(z).

m arg(z) = —arg(z).

m arg(z") = narg(z), pour tout n € Z. 1838
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Plan de cours

Formes polaire et exponentielle
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Forme polaire

Définition

Im
M(z) Soit z € C un nombre complexe de module |z| = r

rsing|------------------ et d'argument arg(z) = 6. On appelle forme
polaire de z I'écriture suivante :

|
l
N ‘ .
< //\7J 1 z = r(cosf +isin ).

|
l
1 — tout nombre complexe "existe” a la fois sous

0 = arg(2) | forme algébrique et sous forme polaire. Il s’agit

0 rcos R simplement de deux maniéres différentes de désigner
un méme nombre.

20/38

L'ensemble C Module, arguments Formes polaire et exponentielle Equations Algebre linéaire dans C
000000000 000000 O@0000 0000 000



Exemple ‘ Calculs avec la forme polaire

Soit z=1+1.

Exprimer z sous forme polaire.

En utilisant les propriétés du module et de I'argument, exprimer sous forme polaire :

2 z

b Z? - - =
z —1—+/3i
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Forme exponentielle
Formule d’Euler

Pour tout 0 € R, .
e = cosf + isin6.

Démonstration. O

Définition
Soit z € C un nombre complexe de module |z| = r et d’argument arg(z) = 6. On appelle
forme exponentielle de z I'écriture suivante :

zZ=Te
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Exercices ’ Calcul avec la forme exponentielle

Calculer €™ + 1.
Ce que vous obtenez est appelé I'"identité d'Euler”, considérée par certain.e.s comme I'un
des plus beaux résultats des mathématiques : elle réunit les quatre constantes
fondamentales 0, 1, i et .

Soit z = rel’ € C, avec r € R, et § €] — m,7]. En utilisant les propriétés du module et de
I"argument, exprimer Z sous forme exponentielle.

Exprimer V26T sous forme algébrique.

Exprimer sous forme exponentielle :

1 +iv3)3
21:1+1\/§, 22:—3, Zgzﬂ.
(1—-1)°
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Formules d’Euler et de De Moivre

La formule d'Euler a pour conséquences les deux (magnifiques) résultats suivants :

Linéarisation des fonctions trigonométriques

Soit # € R. On a:

cos) = ——— et sinf =

Démonstration. O

Formule de De Moivre
Soient r € Ry, # € R et z = rel’ € C. Pour tout n € Z,

2" = (Teie)n = e = r"(cos(nf) + isin(nd)).
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Plan de cours

Résolution d'équations dans C
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Equations polyndmiales

Résoudre
2 +z+1=0.

Théoreme (fondamental de I'algebre)

Tout polynéme de degré n posséde exactement n racines (réelles ou complexes), en tenant
compte de leurs multiplicités.

Un polynéme de degré 2 de forme az? + bz + ¢ (a # 0) et de discriminant A = b? — 4ac < 0
admet deux racines complexes conjuguées :

_cb-iEA —b+iVA

il

) 2
2a 2a
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Racines d'un nombre complexe

Définition

Soient a, b € R. Pour tout n € N, on appelle racine n®™® du nombre complexe a + ib tout
nombre z € C tel que
Zz" = a-+1ib.

En particulier, on appelle racine n®™® de I'unité tout nombre z € C tel que

Donner les racines deuxiémes de I'unité.
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Racines d'un nombre complexe | Méthode de calcul
Méthode

Soit w € C tel que |w| = r et arg(w) = 6. Les racines n*™* de w sont les n nombres
complexes obtenus comme :

1 i(0+2kw)

2x=rne » , pourke{0,1,...,n—1}.

Justification de cette méthode :

Donner les racines quatriemes de 1.
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Plan de cours

Algebre linéaire dans C

29/38

L'ensemble C Module, arguments Formes polaire et exponentielle Equations Algebre linéaire dans C
000000000 000000 000000 0000 @00



Vecteurs complexes, transconjugué et norme

De la méme facon que I'on note R™, on note C™ I'ensemble des vecteurs de taille n a

coefficients complexes.

Définition
Soit z = (21, 22, - . -, zn) € C™. On appelle transconjugué de z le vecteur

=@ ==z B - .

Définition
Soit z € C™. La norme de z est donnée par

||lz|| = Vz*z.

Soit z = (1,i) € C2. Comparer les expressions z 'z et z*z, et en déduire pourquoi la
conjugaison est essentielle dans le calcul de la norme.

Formes polaire et exponentielle
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Matrices hermitiennes

De la méme facon que I'on note R™*™, on note C™*™ |'ensemble des matrices de taille m x n
a coefficients complexes.

Définition
Soit A € C™*™. On appelle transconjuguée de A la matrice A* = (A)T.

La transposition-conjugaison vérifie une propriété similaire a la transposition de matrices
réelles : (AB)* = B*A*.

Définition
Soit A € C™*™. On dit que A est une matrice hermitienne ou auto-adjointe si A* = A.

Question : Quel concept, déja défini pour R"*", |le concept de matrice hermitienne
p d| p p
généralise-t-il a C"*"7?
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Exercices récapitulatifs
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Exercice récapitulatif 1 | vrai ou faux?

Dire des énoncés suivants s'ils sont vrais ou faux, et justifier.
Soit z € C. Si z = Re(z), alors z € R.
Le module d'un nombre complexe z est toujours un nombre réel, positif ou nul.
Soit n € N. L'ensemble des solutions (dans C) de I'équation z™ = 1 est inclus dans celui
de I'équation 22" = 1.
L'argument d'un nombre complexe est défini de maniere unique.
Si 21,2 € C, alors |z + 2| = |z1| + |22
@ Tout nombre complexe non nul admet deux racines carrées distinctes.
Si z € C, alors e* € R.
B Si A € C™*", alors la matrice B =
B’ Si A € C™*", alors la matrice B =

G Pour tous 21, 22 € C, on a toujours Re(z122) = Re(21) Re(z).

(AT 4 A) est hermitienne.
(A* + A) est hermitienne.

SIS
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Exercice récapiulatif 2

Soient z; = 1 +iet 2o =1—iV3.

Exprimer z; et z sous forme exponentielle.

Exprimer z; 25 sous formes exponentielle puis polaire.
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Exercice récapitulatif 3

Soit z € C* tel que Re(z) = Im(z).

= 1.

wllw

Montrer que

Supposons de plus que Re(z) > 0. Ecrire z sous forme exponentielle en fonction de Re(z).
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Exercice récapitulatif 4

Soit z=2+2V3i € C.

Exprimer z sous forme exponentielle.
Calculer 23 en utilisant la formule de De Moivre.

Déterminer les racines cubiques de z;.
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Exercice récapitulatif 5

Soient a, b, ¢, d € R et le polynéme a variable complexe p € P3 défini par
p(z) =a+bz+cz+d®, VzeC.

Soit 7y € C vérifiant p(z) = 0.

Montrer que p(7y) = 0.
Soit z = a +ib € C. Montrer que si Z = z, alors z € R.
Justifier que p admet trois racines complexes (en comptant les multiplicités).

A On a constaté que deux des racines de p étaient zy et Zy. Supposons que la derniére racine
de p soit w € C tel que w # z et w # Z. Montrer que w € R. [Indication : Ceci peut se
faire en utilisant ce qui a été démontré a la question 2.]
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Exercice récapitulatif 6

Soit A € C™*™,

Soit B = A*A. Montrer que B est hermitienne.
Montrer que B = BT.

Le résultat de la question 2 de I'exercice récapitulatif 5 peut se généraliser aux matrices
sous la forme suivante :

VM eC™ ™, M=M = MecR™™,

En déduire que BT + B € R™*",
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