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Solution slide 8

dist(u,v) = [Ju —v|| = V(2 = (=1))2 + (3—2)2 = V10

u—v
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Solution slide 10

Soit u et v deux vecteurs.

dist(u,v) = dist(u,—v) & [[u—v] = Ju— (<0)|| & lu = v]]* = lu+ o]
Su—v)-(u—v)=w+v) (u+tv)
Su-u—2u-v+v-v=u-u+2u-v+v-v

Sdu-v=0u-v=0

Soit maintenant u et v tel que u 1 v c'est & dire que u-v =0 :

lu+v>=(@w+v)-(u+v)=u-u+2u-v+v-v=u-utv-v

= [ull® + flolf?
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Solutions slide 14

1. Vérification de I'orthogonalité

Produit scalaire des vecteurs :

1}1'02:2X0+0X(—4)+0X2:0
v -v3=2xXx04+40x34+0x6=0
vy 3 =0x0+(—4)x3+2x6=-12412=0

La famille est orthogonale.
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Solutions slide 20

2. Normalisation :

1 1 2 1
Ulzi’l)l:i of =10
”UlH 0 _O
F 0 0
SUNRE SV B I B S
el V20 |, o
L < VS
I 0
u 1 1 g 1
= — Py = —— = =
el T VS ||
L V5
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Solution slide 31

1.1 Veérification de I'orthogonalité
(wn,ws) = (2 (=2)) + (5% 1)+ (<1 x 1)

= —445-1=0

{w1, w2} est une base orthogonale de W.
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Solution slide 31

1.2 Projection de y sur W
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Projuy (y) = Projy, (y) + Proj,, (v) = un + hwe = | B+
- +

10
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Solution slide 31

1.3 Décomposition de y

y = Projy (y) + 2

Avec z =y — Projy, (v).
2. Projection d’'un vecteur de W sur W

Soit v € W, alors il existe ¢1,ca € R tel que v = ciwy + cows

Projy (v) = Projy, (crwy + cows)

w w2
= (crw1 + cowa) - w wy + (crwi + cows) -

w2
1w Wz - W2

= Cciwi + CoWwa = v

Le vecteur reste lui méme! Graphiquement le vecteur de W le plus proche de v € W est lui
méme.
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Solutions Exercice récapitulatif - Vrai ou Faux

1. Vrai. Par définition du complément orthogonal, on a toujours dim(U) + dim(U~+) = n,
donc dim(Ut) = n — dim(U).
2. Faux. Une matrice symétrique vérifie A7 = A, mais cela n'implique pas que ses colonnes

. 11 . .
soient orthogonales entre elles. Par exemple, A = L 1} est symétrique mais ses colonnes ne

sont pas orthogonales.
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Solutions Exercice récapitulatif - Vrai ou Faux (suite)

3. Vrai. Soit V; et V, deux espaces orthogonaux, soit 2z € V; N V5, alors (x,2) = 0 donc = = 0.

4. Vrai. Si A est symétrique, alors comme de maniére générale Ker AT | Im A on a ici que
KerA 1L TmAcar AT = A
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Solutions Exercice récapitulatif - Vrai ou Faux (suite)

5. Faux. L'égalité AT A = I signifie que les colonnes de A sont orthonormées, mais A peut

1 0
étre rectangulaire (exemple : A= |0 1]).
0 0

6. Faux. Deux sous-espaces orthogonaux dans R? s'intersectent trivialement en {0}.
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Solutions Exercice récapitulatif - Vrai ou Faux (suite)

7. Faux. Pour deux vecteurs de la base canonique, la distance est donnée par :

distese; = Jlei —ejll = /(1 =02+ (0—-1)24+02+...02=v1+1=V2+#2

8. Vrai. Par I'inégalité triangulaire et |'orthonormalité, on a
lu—vll < lull + | —vl| =1+1=2.
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Solutions Exercice récapitulatif - Vrai ou Faux (suite)

1 1 . ., . .
9. Faux. {0 O] posséde des colonnes normalisées mais n'est pas inversible.

10. Vrai.

y=Proj, (y)+2, z€U*

= lyll* = | Projy (y) I + ||
= || Projy () II* < [lyl?

= [IProjr () || < [yl
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Solutions Exercice récapitulatif - Exercice 2 (Partie 1)

l.a et 1.b Comme 2 € (V1)1 on sait que x est orthogonal a tous les vecteurs de V* en
particulier zy 1, donc :
z-zyL =0
Sry Tyl +axyLcryr =0

sllryi]P=0& 2y =0

1.c Comme z = xy + o1 et que xy1 = 0, on en déduit 2 =z € V, donc (V1)+ C V.
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Solutions Exercice récapitulatif - Exercice 2 (Partie 2)

2.a Soit € V et v € VL, par définition de V-, on a :
x-vt = 0.

Donc x est orthogonal a tous les vecteurs de V+, ce qui signifie que z € (V+)+.
2.b Comme cela est vrai pour tout x € V,ona V C (V1)L

Conclusion Comme on a montré (V)L C Vet V C (V4)!, on conclut :

vhHt=w
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Solutions Exercice 3 - Question 1

Vérification de I'orthogonalité

V102 =2%xXx04+0x44+0x4=0

v ov3=2%x04+0x14+0x(-1)=0

Ve 3 =0x04+4x1+4x(=1)=4—-4=0
v -4 =2%X34+0x34+0x1=6+#0

= La famille F} n'est pas orthogonale car vy - v4 # 0.
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Solutions Exercice 3 - Question 2

Choix de la base orthogonale

Comme vy n'est pas orthogonal aux autres, on le retire :

21 [o] [o
=< lo|,4],]1
ol l4] [-1

Vérification :
’Ul"l)QZO7 '1)1'1)3:0, ’U2"l)3:0.
= F, est une base orthogonale de R3 car c'est une famille de 3 vecteurs de R? qui est libre

(car les vecteurs sont orthogonaux).
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Solutions Exercice 3 - Question 3

Transformation en base orthonormée

1 1 2 1
ul = 71}1 = — O =
ol 2 0 0
0
1 1 2 1
Uy = —Vy == —— = 75
el VB2 |, |2
V2
0
1 LY ;
U3 = 71}3 = —_— = 5
™~ Va | L T | A
V2

= B = {u1,us,uz} est une base orthonormée.
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Solutions Exercice 3 - Question 4

Calcul de la projection

{y1, y2} forme bien une famille orthogonale (attention a bien toujours le vérifier!). On peut

1
donc appliquer la formule de projection (on va appeler y = |1}).
1
. Y- Y- Y2
PrOJVect{yl,yQ} (y) - Y1 Y1+ Ya Yo Y2
T
RS

Logique ! Car y € Vect {y1, a2}
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Solutions Exercice 3 - Question 4

Calcul de la projection

{y1,y4} ne forme pas une famille orthogonale (attention a bien toujours le vérifier!). On doit

1
donc d’'abord effectuer GS dessus. (on va appeler y = [1]).
1
v 3] 421 [0
ur =9y et ug=y4— =13 =2 |o| = |3]| ainsi
-t 1| 4] |t
. B . _ Yyru Y- ug
Pro.]Vect{yl,y4} (y) - Pro.]Vect{ul,ml} (y) - Uy U1u + Ug - Ug 4
L + 4 112
= U1 —Uyq .
2 10 0.4
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Solutions Exercice récapitulatif - Exercice 4 (Partie 1)

1.V L W implique que Vo e V.Yw e W, v-w =0
Donc comme :
v eV, wjeW ona wv-w;=0, Vie{l,...,n},Vje{l,...,p}

2. La question 1 prouve directement que pour tout v € {vy,...,v,} et w € {w1,...,wp} on a

v L w donc on a bien :
{vi,...,0n} L{ws,...,wp}
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Solutions Exercice récapitulatif - Exercice 4 (Partie 2)

3. Comme V est engendré par la famille {vy,...,v,} et W engendré par la famille
{w1,...,wp} on a directement que pour v € V,w € Won a :

n p
v = E a;v;, w= E bjw;.
i=1 j=1

Carv;-w; =0, Vie{l,...,n},Vje{l,...,p}
5. La question 4 prouve directement la définition de V' 1 W.
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Solutions Exercice récapitulatif - Exercice 5 (Partie 1)

1.
OTvl— [Ul Vo vn]Tvl
T 0
V1 V4
T
_ vz-vl N
v, Ui
0
2.
0'0=1[0Tv; OTwvy ... OTuy]
[el es ... en}:l.

O est orthogonale < OTO = 1.
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Solutions Exercice récapitulatif - Exercice 5 (Partie 2)

3.
H'"H= (I, —2v0") (I, —2vv")
= (I, —2vv ") (I, —2vv ")
=1, — dovT + 4ov oo,
Or, || =1=vTv =1, donc :

H'H=1I,— 4w +4mw' =1,.

H est donc orthogonale.
4.

H' =T, -2vw")" =1, —2(wo")T
=1, — 2vv! = H.

H est donc symétrique.
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Solutions Exercice récapitulatif - Exercice 5 (Partie 3)
5. A et B sont orthogonales et symétriques, donc :
(A+B)"=AT+B" = A+B.

A + B est symétrique. Vérifions |'orthogonalité :
(1(A 4 B))T (1(A + B)) _LasByatn
V2 V2 2
= %(A2 + AB + BA + B?).

Comme A2=DB2=Jet AB=—-BA,ona:
A2+ B*+ AB+BA=1+1+(-BA)+ BA=2I.
Ainsi :

T
(A+ B)) (\[(A + B)) = %2] = I donc \%(A + B) est orthogonale

(7

Sl
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