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Solution slide 9

On a y1 =


1
1
1
1

 , y2 =


0
1
1
1

 et y3 =


0
0
1
1


u1 = y1

u2 = y2 −
u1 · y2
u1 · u1

u1 = 1
4


−3
1
1
1


u3 = y3 −

u1 · y3
u1 · u1

u1 −
u2 · y3
u2 · u2

u2 = 1
3


0
−2
1
1


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Solution slide 9

Pour transformer la famille (u1, u2, u3) en famille orthonormée on calcule
(

u1

∥u1∥ ,
u2

∥u2∥ ,
u3

∥u3∥

)
:

u1

∥u1∥ = 1
2


1
1
1
1

, u2

∥u2∥ =
1√
12


−3
1
1
1

 et u3

∥u3∥ =
1√
6


0
−2
1
1


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Solution slide 9

Avec A =


1 0 0
1 1 0
1 1 1
1 1 1

 on a :

Q =
[

u1

∥u1∥
u2

∥u2∥
u3

∥u3∥

]
=


1
2 − 3√

12
0

1
2

1√
12

− 2√
6

1
2

1√
12

1√
6

1
2

1√
12

1√
6


Si A = QR alors Q⊤A = Q⊤QR = IR = R. Donc on peut récupérer R facilement :

R = Q⊤A =

 1
2

1
2

1
2

1
2

− 3
2
√
3

1
2
√
3

1
2
√
3

1
2
√
3

0 − 2√
6

1√
6

1√
6



1 0 0
1 1 0
1 1 1
1 1 1

 =

2 3
2 1

0 3√
12

2√
12

0 0 2√
6


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Solution slide 15

On cherche les solutions de l’équation normale A⊤Ax = A⊤b donc avec A =

 2 1
−2 0
2 3

 et

b =

−5
8
1

 :

A⊤Ax = A⊤b ⇔
[
12 8
8 10

]
x =

[
−24
−2

]
⇔

[
12 8 −24
8 10 −2

]
⇔

[
1 0 −4
0 1 3

]
⇔ x =

[
−4
3

]

Donc l’ensemble des solutions de Ax = b au sens des moindres carrés est
{[

−4
3

]}
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Solution slide 15

On cherche les solutions de l’équation normale A⊤Ax = A⊤b avec

A =

1 1 1 1
1 1 0 0
0 0 1 1

 , b =


1
3
8
2



A⊤Ax = A⊤b ⇔

4 2 2
2 2 0
2 0 2

x =

144
10

 ⇔

 4 2 2 14
2 2 0 4
2 0 2 10


⇔

 1 0 1 5
0 1 −1 −3
0 0 0 0


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Solution slide 15

Donc l’ensemble des solutions de Ax = b au sens des moindres carrés est :

S =


 5
−3
0

+ t

−1
1
1

 avec t ∈ R


Aussi si le système Ax = b est compatible, alors b ∈ ImA donc b̂ = ProjImA (b) = b donc
l’ensemble des solutions au sens des moindres carrés de Ax = b est exactement l’ensemble des
solutions de Ax = b :

Ax = b ⇔ Ax = b̂
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Solution slide 16

Si A est inversible alors :

(A⊤A)−1A⊤b = A−1(A⊤)−1A⊤b = A−1b
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Solution slide 17

1) Si b ∈ ImA alors comme b̂ = ProjImA (b) = b et comme Ax̂ = b̂ on a que :

∥Ax̂− b∥ = ∥Ax̂− b̂∥ = 0

2) Par définition que :
∀x ∈ Rn, e = ∥Ax̂− b∥ ≤ ∥Ax− b∥

Donc non.
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Solution exercice 1 récapitulatif - Vrai ou Faux

1. Vrai, cette famille est liée : c’est 3 vecteurs de R2.
2. Vrai, si {y1} est une base, alors effectuter GS dessus va la transformer en {u1} = {y1}. En
toute famille ne contenant qu’un vecteur non nul est orthogonale.
3. Faux, car u2 = y2 −

u1 · y2
u1 · u1

u1 = y2 (y1 et y2 sont déjà orthogonaux !) et00
1

 ·

 2
−1
1

 = 1 ̸= 0 donc u3 ne serait pas orthogonal à u2.

4. Vrai, avec A = I on a A = QR avec Q = R = I.
5. Faux, la matrice nulle n’est pas de plein rang colonne, on ne peut pas effectuer la
décomposition de GS dessus.
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Solution exercice 1 récapitulatif - Vrai ou Faux

6. Vrai, R est triangulaire inférieure et donc carrée.
7. Faux, si A ∈ Rn×n est inversible alors ImA = Rn ainsi ProjImA (b) = b donc :

Ax = ProjImA (b) ⇔ Ax = b ⇔ x = A−1b

Donc il n’y a qu’une solution.
8. Vrai, si Ax = b est compatible alors b ∈ ImA et donc ProjImA (b) = b, ainsi
Ax = b ⇔ Ax = ProjImA (b).
9. Vrai, l’ensemble des solutions au sens des moindres carrés de [a]x = [b] est l’ensemble des
points x qui minimisent ∥ax− ProjIm[a] (b) ∥ or comme a ̸= 0 on a que ImA = R et donc
b ∈ ImA. Ainsi l’ensemble des solutions de l’équation au sens des moindres carrés est
l’ensemble des points qui minimisent ∥ax− b∥ et donc aussi
p(x) = ∥ax− b∥2 = a2x2 − 2abx+ b2. Pour votre culture il n’y a qu’un point qui minimise p et
c’est x = b

a .
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Solution exercice 1 récapitulatif - Vrai ou Faux

10. Vrai, la réponse ici est assez poussée, si vous avez du mal à comprendre les concepts de ce
cours, passez à la suite et intérressez-vous à la question seulement si vous avez le temps. Alors
on s’interesse aux solutions de Ax = b̂ = ProjImA (b), comme b̂ ∈ ImA alors il existe yp ∈ Rn

tel que Ayp = b̂, de plus comme A n’est pas inversible on a que dimKerA > 0, soit alors
xh ̸= 0 tel que xh ∈ KerA. On a que l’ensemble des vecteurs yp + tyh avec t ∈ R verifie
A(yp + tyh) = Ays + tAyh = Ays = b̂, on a donc bien trouvé une infinité de solutions à
l’équation.
11. Vrai, Si b ∈ Ker(A− I) alors Ab = b donc on a que ∥Ab− b∥ = 0 donc
min
x∈Rn

∥Ax− b∥ ≤ ∥Ab− b∥ = 0, or on a aussi que pour tout x ∈ Rn, ∥Ax− b∥ ≥ 0 donc

min
x∈Rn

∥Ax− b∥ = 0.
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Solution exercice 2 récapitulatif

1) detA = 7det

[
−1 1
−1 2

]
= −7 ̸= 0 donc A est de plein rang colonne car inversible.

2) On effectue le procédé de GS sur y1 =

−1
−1
−1

 , y2 =

12
3

 et y3 =

00
7

.

u1 = y1 ; u2 = y2 −
u1 · y2
u1 · u1

u1 =

12
3

+ 6
3

−1
−1
−1

 =

−1
0
1


u3 = y3 −

y3 · u1

u1 · u1
u1 −

y3 · u2

u2 · u2
u2 =

00
7

− −7
3

−1
−1
−1

− 7
2

−1
0
1

 = 7
6

 1
−2
1


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Solution exercice 2 récapitulatif

Ainsi avec Q =
[

u1

∥u1∥
u2

∥u2∥
u3

∥u3∥

]
=

−
1√
3

− 1√
2

1
2

− 1√
3

0 −1

− 1√
3

1√
2

1
2


Et R = Q⊤A =

− 1√
3

− 1√
3

− 1√
3

− 1√
2

0 1√
2

1
2 −1 1

2

−1 1 0
−1 2 0
−1 3 7

 =


√
3 −3

√
3 − 7√

3

0
√
2 7√

2

0 0 7
2


On a bien A = QR
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Solution exercice 3 récapitulatif

Avec A =

1 1
2 1
4 1

 et b =

1020
15

 on cherche les solutions de l’équation normale A⊤Ax = A⊤b :

A⊤Ax = A⊤b ⇔
[
21 7
7 3

]
x =

[
110
45

]
⇔

[
7 3
0 −2

]
x =

[
45
−25

]
⇔ x =

[
a
b

]
=

[
15
14
25
2

]
Ainsi pour la 5e année le prix du chocolat serait d’environ a× 5 + b = 75

14 + 175
14 = 250

14 ≈ 17.86
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Solution exercice 4 récapitulatif

Soit A ∈ Rm×n et Q,R tel que A = QR est la décomposition QR de A.
1) Si x ∈ KerR alors Rx = 0 donc Ax = QRx = Q× 0 = 0 donc x ∈ KerA. De plus comme
QRx = 0 on a que Rx ∈ KerQ.
2) Si x ∈ KerA alors Rx = Q⊤QRx = Q⊤Ax = Q⊤0 = 0 donc x ∈ KerR.
3) Les colonnes de Q forment une famille orthonormée, donc elles sont linéairement
indépendantes donc KerQ = {0}.

15 / 17



Solution exercice 5 récapitulatif

1) ImA = Vect {v1, v2} = Vect {v1, αv1} = Vect {v1}. (les deux colonnes de A appartienne à
une même droite !)

2) b̂ = ProjImA (b) = ProjVect{v1} (b) =
b · v1
v1 · v1

v1.

3) b̂ ∈ ImA donc par définition de l’image il extiste un vecteur x̂ ∈ R2 tel que Ax̂ = b̂.

4) (b− b̂) · v1 = b · v1 −
b · v1
v1 · v1

v1 · v1 = b · v1 − b · v1 = 0. Comme v2 = αv1 on a que

(b− b̂) · v2 = α(b− b̂) · v1 = 0.
5) A⊤(b− b̂) = 0 ⇔ A⊤b = A⊤b̂ ⇔ A⊤b = A⊤Ax̂.
6) Comme il existe x̂ tel que A⊤b = A⊤Ax̂ on a par définition que A⊤b ∈ ImA⊤A.
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Solution exercice 5 récapitulatif

7) En appliquant le résultat de la question 6 avec v1 =

11
1

 et α = 2 on a directement que

l’équation normale est compatible. En réalité l’équation normale de tout système d’équations
linéaire est compatible, le résulatat de la question 6 n’est qu’un cas particulier. On a :

A⊤Ax = A⊤b ⇔
[
3 6
6 12

]
x =

[
1
2

]
⇔

[
1 2
0 0

]
x =

[
1
3
0

]
Donc l’ensemble des solutions de l’équation normale est :

S =

{[
1
3
0

]
+ t

[
−2
1

]
avec t ∈ R

}
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