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Correction exercice 1

1. Vrai. Si z = Re(z), alors Im(z) = 0, donc z € R.
z| = /2% + 2, qui est toujours positif ou nul.

3. Vrai. Soit 2 € C solution de 2" = 1, alors (2)? = 1 donc 2z*" = 1 donc z est bien solution
de 22" =1 aussi.

2. Vrai. Si z =z + 1y,

4. Faux. L'argument d’un nombre complexe est défini modulo 2, il n'est donc pas unique.
Exemple : arg(i) = 5 + 2km pour tout k € Z. Par convention on a tendance a faire a le
prendre dans | — w, 7] .

5. Faux. En général, |21 + 2| < |z1| + |22 (inégalité triangulaire). Contre-exemple :

21 =1, = —1 donne |21 + 2| = 0 # |21]| + || = 2.
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Correction exercice 1 (suite)

, o2 )
6. Vrai. Soit z = re® € C*, alors (f\/?e’g) = (\/;ez%) =z Comme 2z £ 0 : /r# —\/r
ce qui implique que ces deux racines sont bien distinctes.

7. Faux. ¢? est en général un nombre complexe. Contre-exemple : ¢’2 = i qui n'est pas réel.

8. Faux. B = %(AT + A) est symétrique mais pas nécessairement hermitienne.
i1 i
1 z} donne B = [1
diagonaux n sont pas des réels par exemple).

9. Vrai. B* = (%(A* +A)* = (%((A*)* + A*) = %(A +A*)=3s(A"+ A)=B.

10. Faux. En général, Re(z122) # Re(z1) Re(2). Contre-exemple : z; = i, 22 = ¢ donne
Re(z122) = Re(—1) = —1, mais Re(z1) Re(22) =0 x 0= 0.

1 ., ..
Contre-exemple : A = ;| quin est pas hermitienne (car ses termes

1
2
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Correction exercice 2

1. Formes exponentielles de z; et 2

On utilise la relation z = re® avec :

r=|z| =Vz?2+ y?, 0 tel que cosezg, sinf = 2.

r
Pour z1 =141 :
|z1] = V12 +12 = V2.

L'angle 6, vérifie :
1

7

cosf; = sinf; =

1
\/57
Donc 6, = %, et :

21 = V2e"™* = \/2(cos(m/4)) + isin(r/4)).
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[llustration de I'angle 6,
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Correction exercice 2 (suite)

Pour z =1 — iv/3 :
2o = /12 + (=3 = Vi =2.

L'angle 6 vérifie :

V3

1
cosfy = 3 sin 0y = — 5

Donc 65 = —%, et :

2 = 2e7 /3 = 9(cos(—7/3) + isin(—7/3)).
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[llustration de I'angle 65
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Correction exercice 2 (suite)

2. Produit sous forme exponentielle et polaire
En utilisant la propriété multiplicative :

Z1722 = |Z1||22‘67:(91+92).

On calcule :

|2122‘ = (\/§ X 2) = 2\/5.

L'angle total est :
T\ _ 3m 4w 0

=31+ (3) =% n- 1

2129 = 2V/2e7 /12,

Ainsi :

Sous forme polaire :
2129 = 2V2(cos(—m/12) + isin(—7/12)).
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Correction exercice 3

1. Soit z=z + iy # 0, avec Re(z) =Im(z) = z alors z = x + iz et z = x — iz.

e+iz  (z+ix)(z+iz) 2?4 2 —a?

z—iz (z—iz)(x+ i) 22 — 222

2412 2412 .
= —_— = 1,
72 + 12 222

ISINIRN]
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Correction exercice 3 (suite)

2. 2> 0, donc

z x
2l = Va2 + 122 = V22, cosf=—, sinf=—,
1 T ) )
—, 0=", z=|z]e? = V2ze™/4.
V2 4

cosf =sinf =
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Correction exercice 4 - Partie 1

1. Forme exponentielle de z;

21| = /22 + (2V3)2 = VA + 12 = V16 = 4,

2 1 2v3 V3
cosf=-=—=, sinf=——=—,
4 2 4 2
0= E, 2 = 4e"/3,
3
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Correction exercice 4 - Partie 2

2. Calcul de z} avec la formule De Moivre
23 = (46i7/3)3 = 43¢83(r/3)
= 64e'™,
=64(—1) = —64.

12/19



Correction exercice 4 - Partie 3

3. Racines cubiques de z;

2 = VaEHE) | |k =0,1,2.

2 = \3/16'5#/9, 7 = \3/1162'(771'/9), 2 = %ei(l?ﬂr/g).
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Correction exercice 5 - Partie 1

1. Montrons que p(z) =0

p(2) =a+bz+c2? =0.

En prenant le conjugué : p(z) = a+ bz + c22 + dz3 = a + bz + ¢z° + dz°.
Or,a,b,c,deR=>a=a, b=b c=c.
Donc p(z) = a + bz + ¢z + dz° = 0.
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Correction exercice 5 - Partie 2

2. Montrons que 2 € R si 2z = 2

Soit 20 = a+1ib, 72 = a—ib.
Si Zp = 2z, alors a + ib = a — ib.
On en déduit b= —ib=2ib=0=b=0.
Donc zp = a € R.
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Correction exercice 5 - Partie 3 et 4

3. Le polynéme p est de degré 3, par le théoréme fondamental de I'algebre il posséde 3 racines
complexes.
4. Montrons que r € R par I'absurde

Supposons que r ¢ R, alors 7 # r.

Or, comme p a des coefficients réels, si r est racine, alors 7 I'est aussi.

On aurait donc les racines z, z, r, 7 distinctes.

Mais p est un polyndéme de degré 3, donc il ne peut avoir que 3 racines distinctes.
Contradiction, donc notre hypothése était fausse, et on a nécessairement 7 = r.
Ainsi, r € R.
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Correction exercice 6 - Partie 1

1. Montrons que B = A* A est hermitienne
B* = (A*A)" = A*A™ = A*A = B.

B* = B = B est hermitienne.
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Correction exercice 6 - Partie 2

2. Montrons que B = BT, on utilise le fait que B est hermitienne.

BT -F -5
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Correction exercice 6 - Partie 3

3. Montrons que B' + B € R™*"

(BT+B)=BT+B=B+B".
O, M=M= M e R"™",
= B' + Be R™".
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