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TD+#5 — Solutions

Section 4.5
12. 3 pivots dans la matrice dont les colonnes sont constituées de ces vecteurs, donc la
dimension de I’espace engendré est 3.
14. dimIm(A) = rang(A) = 3 et dim Ker(A4) = 6 — 3 = 3 (théoréme du rang).
20. a. Traité en exercice récapitulatif.

b. Faux. Prendre A = Iy, A est inversible donc dim Ker(A) = 0, pourtant il y
a deux inconnues dans le systeme Ax = 0. C’est en revanche le nombre de
variables libres dans ce systeme.

c. Faux. Dans R2, si on considere la famille F' formée de tous les vecteurs de
forme (k,0) et (0,k) pour k € R, alors clairement F' est une famille infinie et
Vect {(} F) = R%. Pourtant, dim R? = 2.

d. Faux. On peut considérer le méme contre-exemple qu’a la question précédente.

e. Vrai. La démonstration procede comme suit : on considere que W est un s.e.v.
de R? de dimension 3, et on a chercher & montrer que forcément, W = R3.

— Puisque dim W = 3, W admet une base (w1, wg,ws) C W.

— Mais puisque W C R3, on a wq, wo, w3 € R3.

— D’autre part, cette famille étant libre dans W et W étant un s.e.v. de R3,
cette famille est aussi libre dans R3.

— La famille (w1, ws, w3) est donc une famille libre de 3 vecteurs dans R3, ce
qui signifie que Vect {(} w1, wa, w3) = R3, et que c’en est une base.

— W et R3 ont donc une base en commun. Or deux espaces vectoriels possédant
une base en commun sont identiques.

— Donc W = R3.

Section 4.6

4. rang(A) = 3 (nombre de colonnes pivot). Donc d’apres le théoreme du rang, dim(Ker(A)) =
6 — 3 = 3. Une base de Im(A) est donnée par les colonnes pivot de A (colonnes 1, 2



et 4). Une base de Lgn(A) est
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En choisisant x3, x5 et x4 comme variables libres dans I’équation Ax = 0, on trouve
pour base de Ker(A) :
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6. dimKer(A) =3 — 3 =0, dimLgn(A) = rang(A") = 3.
10. dim(Im(A)) = rang(A4) = 6 — 5 = 1. En aucun cas Im(A) = R? puisque Im(4) C RS.
12. dim(Lgn(A)) = rang(A") = rang(A4) =6 — 4 = 2.
16. rang(A) < 4 donc dim(Ker(A4)) = 4 — rang(A) > 4 — 4 = 0. La valeur minimale

possible de dim(Ker(A)) est 0. Autrement dit, il est possible que A soit de plein rang
colonne.

18.  a. Faux. Trouver un contre-exemple simple dans lequel Im(B) # Im(A).
Faux. Trouver un contre-exemple.

Traité en classe.

Vrai. Les lignes de AT sont les colonnes de A.
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Vrai. La preuve est donnée dans le manuel.

32. v =(1,-3,4).

Section 4.7
4. P = P4 p donc la relation (i).
10. En calculant [cq co | by ba] ~ [I | Peepl, on trouve :
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12.  a. Vrai. Toute matrice de changement de base est inversible.

b. Faux. C’est l'inverse, il faut donc trouver un contre-exemple dans ce sens-la.

16. Compléter en voyant que Q = Pr 3.



